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Introduccién

El estudio de las vibraciones de vigas y del pandeo de vigas es un tema que se estudia en distintas
titulaciones presentes en la Universidad de Cérdoba, tales como graduado en Ingenieria Mecanica,
graduado en Fisica, graduado en Ingenieria Civil etc.

Con objeto de hacer més atractivo el estudio de estas materias consideradas por los aumnos como un
poco “aridas’, hemos desarrollado un laboratorio virtual, para que € alumno pueda utilizarlo desde
casa, y asimilar los conceptos desarrollados en teoria.

En la ensefianza asistida por ordenador utilizando laboratorios virtuales o programas de simulacion
hay que destacar una caracteristica fundamental: su interactividad. La vision de una pelicula de
divulgacion sobre algun experimento cientifico a nivel que corresponda, secundaria o universitaria,
siendo interesante, esta totalmente cerrado, el alumno y también e profesor no pueden alterar la
informacion presentada, siendo sblo posible una discusién sobre 1o presenciado. En contraposicion,
en estos programas, el usuario puede alterar las condiciones de contorno del problema, configurar
nuevos experimentos, aprender el manegjo de instrumentos, personalizar el experimento, la evaluacion,
etc.

Ta como se ha comentado, los temas especificos a tratar en este proyecto son las vibraciones y €l
pandeo de vigas sencillas.

Una vibracién mecanica es é movimiento de una particula material que oscila arededor de una
posicién de equilibrio. La aparicion de vibraciones en las estructuras es indeseable porque aumentan
los esfuerzos y las tensiones, sin embargo su andlisis se ha vuelto cada vez mas importante debido ala
tendencia actual de disefiar estructuras cadavez mésligeras, Fig.1.
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Fig.1. Representacion intuitiva de la oscilacion vertical de unaviga

La ecuacion tedrica que rige el problema es bien conocida,
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Ecuacion que tiene solucién tedrica conocida y exacta. No obstante, nosotros para modelizar €l
problema hemos optado por una aplicacion en MATLAB donde se han programado elementos finitos




sencillos tipo viga (de tipo Hermitico) para poder resolver el problema de autovalores que surge tras
ladiscretizacion,

|[K — w?M| =0

Siendo K la matriz de rigidez del sistema estructural, en este caso nuestra viga, y M la matriz de
masas del  mismo, donde hemos optado por la matriz de masas consistente. w representan las
frecuencias naturales.

Para una viga sometida principamente a esfuerzos de flexion la expresion de la matriz de rigidez
tiene por forma,
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Donde L eslalongitud de laviga, | es el momento de inercia transversal y E el modulo de Y oung,
Como se ha comentado, para la interpolacion de las variables, corrimientos y giros, se han usado los
polinomios hermiticos que, en un sistema cartesiano ortonormal, adoptan laforma,
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El programa en cuestion es capaz de modelizar vigas con o0 sin amortiguamiento, sin margen de error
respecto de lasolucion tedrica si utilizamos lateoria de Euler — Bernoulli (vigas delgadas) y presentar
los resultados en un entorno interactivo y atractivo paralos alumnos.

De manera similar, en cuanto a tema del pandeo (Fig. 2), es decir, e tema de la viga recta a
compresion, se estudia en profundidad en distintas asignaturas de |as titulaciones debido a su enorme
importancia tanto tedrica como en asignaturas tecnol dgicas derivadas como estructuras metalicas, de
hormigon etc.
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Fig.2 Modelizacién de una viga a compresi 6n mediante dos apoyos moviles.

Al igual que en € caso de vibraciones, el fendmeno fisico se modeliza de manera parecida, como una
ecuacion diferencial ordinaria de laforma,
2
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En este caso, para poder utilizar el método de los elementos finitos, hemos introducido el concepto de
matriz de rigidez geométrica. Para nuestro caso, que tenemos vigas sencillas y homogeéneas, su
expresion es,
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Y el problema de autovalores aresolver,



|K —AK;| =0
Donde K ya fue definida previamente.
Objetivos

Tal como se ha comentado, €l estudio de inestabilidades estaticas o dindmicas en vigas sencillas y
homogéneas es interesante para los alumnos de distintas titulaciones en cuanto permiten profundizar
en conceptos de andlisis de estructuras y permite la iniciacion en métodos numéricos para la
Ingenieria.

Por un lado, se ha intentado fomentar una vision critica del alumno respecto a estos temas e intentar
hacer del aprendizaje autbnomo una posibilidad interesante y atractiva. Para €llo, este |aboratorio
virtual ha servido, en nuestra opinion, paraanimar al alumno en el aprendizaje de estas materias.

El estudio de estas materias ha permitido iniciar una nueva linea de “investigacion” en relacion a la
docencia que es la variacion de las frecuencias naturales por fendbmenos de compresion en vigas.

Paratratar de poner de relieve la anterior idea vamos a exponer sucintamente a continuacién, € caso
de lainfluencia del acoplamiento axil-flexion e imperfecciones geométricas iniciales, en € estudio de
las frecuencias naturales y modos normales en vigas de Love- Kirchhoof (esbeltas). Esta idea surgio
en el ambito docente amedida que el curso se desarrollaba, Fig 3.
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Fig 3. Equilibrio de larebanada en cél culo geométricamente no lineal.

Al igua que en los problemas inicialmente tratados, una ecuacion diferencial, en esta caso no lined,
rige el fenomeno, en este caso,
dtv d?v d?v
El—;:+(1+0a)N—5++M——=0
dx* () dx? dt?
Su solucion analiticaa problema es, después de algunos célculos,

V(X, t) =[Cysen(f )+ Cy-codf 1)]-[ C;€3* +C, €3 + Cysen(ryx)+Cg-cos(ry )]

Estas constantes de integracion definen la forma y la amplitud de la viga en vibracion libre y son
calculadas considerando |las condiciones de contorno en los extremos de la viga.

Si la viga esta en vibracién libre simplemente apoyada los desplazamientos y momentos flectores en
ambos extremos de la viga deben ser cero, por lo tanto se cumple: vy_g =0; (M(P)XZO =0 vy =0; (Mq,)X:L -0.

Estas condiciones de contorno implican

V0 =03 Vi =0} V. =0; Vi =0

La aplicacion de las condiciones de contorno en la ecuacion de la eléstica 4) y de su derivada segunda,

nos da

C3+Cy+Cg= 0

&

€3t 4+ C, e +Cgsen(ry L)+ Cgcos(ryL)=0



Cats? +Cy 132 —Cg 1,2 =0
Cyr? €8t +Cyr2 e 8t —Cgor?sen(ry L)~ Cgory?-cos(ryL)=0=0

Sistema homogéneo que para que admita solucion distintade latrivia debe cumplir que el determinante
de los coeficientes sea nulo

1 1 0 1
et et sen(r,L) cos(ryL)
r32 r32 0 —r42
2 3L 2 3L

ry” € 2 sen(ryL) —r4?-cos(ry L)
Dadas las caracteristicas de la ecuacion trascendente proporcionada por la condicién anterior no nos es

posible despgjar |a frecuencia como funcidn del axil N y del nivel deimperfecciones dado por o, f =f(a,N),

por lo que deberemos proceder numéricamente. La frecuencia fundamental sera e menor valor de f tal que
para unapargjade vaores N, o dados, haga que € determinante sea nulo.

Para una viga de 4m de longitud y una seccion de 0.25*0.25m (E=21.000.000 kN/m2) con un axil de 1.250
kN y un nivel de imperfecciones del 50% de la deformada, cuya frecuencia natural (angular) fundamental es
de 130.43 rad/s, obtenemos que € valor de lafrecuencia desciende a97.2 rad/s (-25.48%), Fig 4.
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Fig. 4 Grafico comparativo frecuencias- axiles.

Este estudio ha sido, en la opinion de los autores, bastante ilustrativo e interesante y ha permitido
profundizar en |os temas antes comentados.

Este problema también ha sido resuelto mediante MATLAB.

3. Descripcion dela experiencia

La experiencia ha sido gratificante toda vez que los alumnos disponen en los laboratorios del
departamento de mecénica, Area de Mecénica de Medios continuos y Teoria de Estructuras, de un
laboratorio virtual accesible de formalibre en todos los ordenadores donde visualizar €l fendmeno de
las vibraciones de vigas. Como se puede ver en los resultados, los aumnos pueden obtener gréaficos
del fendmeno vibratorio en funcion de las distintas variables del problema; ya sean datos basicos
como longitud, masa o inercia de laviga o bien en funcion de las condiciones de sustentacion: apoyos
articulados, empotrados o libres.



Se han observado una mejor comprension de los conceptos relacionados con el tema e introducidos
parcialmente en las asignaturas de Calculo y Disefio de Estructuras y Mecanica Aplicada.

Aunque ain no se pueden inferir conclusiones en base a los resultados obtenidos en las distintas
asignaturas, sobre todo en |os conoci mientos tedricos, |os profesores involucrados hemos percibido un
mayor interés por parte del alumnado que esperamos redunde en una mejora en sus calificaciones.

4. Materialesy métodos

El material que hemos necesitado ha sido puramente informético. Tener implementado € programa
informético Matlab y disponer de algunos medios parallevarlo a cabo.

En los primeros pasos, se ha llevado a cabo €l estudio de las posibles interfaces a desarrollar en €
programa. Se discutio, la eleccion de sobre la opcion mas conveniente en cada caso: entorno de
programacion, lenguajes de programacion, servidor web, etc.

Se ha validado e programa elaborado mediante un conjunto de pruebas para verificar € correcto
funcionamiento del sistema validando las soluciones obtenidas con las soluciones tedricas y
experimentado en el laboratorio. Asimismo se han estudiado las posibles mejoras que se puedan
realizar. Estaetapa se hallevado acabo en la elaboracion de todo el programa.

Se ha dispuesto a disposicion de los aumnos € programa elaborado, y se da la posibilidad de
contrastar |os resultados con los laboratorios reales presentes en el departamento. Una instantanea de
nuestros laboratorios se puede ver en la siguiente fotografia.

Préactica de vibracion de una viga con posibilidad de introducir amortiguamiento. Practica aojada en los
laboratorios del departamento de Mecanica de la Universidad de Cérdoba.

5. Resultados obtenidosy disponibilidad de uso

El programa de elementos finitos elaborado permite la modelizacién de una viga mediante elementos
finitos y permite escoger e nuimero de elementos finitos a utilizar. Nos permite representar
igualmente los distintos modos de vibracion.

Por gemplo, para una viga de 10m. de longitud en voladizo con seccién de 0.2*0.2, modulo de
Young 120000000 (Pascales) y densidad 2500kg/m"3, si utilizamos una malla de 10 elementos



tenemos | os siguientes resultados,
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Representacion del 3° modo de vibracién

En la siguiente tabla mostramos los errores cometidos en frecuencias y cargas criticas de pandeo
mediante la formulacién utilizada con una malla de 50 elementos finitos,

Datos,
Modulo de Young, E=2.1*10"11
Momento de inercia, 1=2003.* 10"-8

Densidad = 61.3
Longitud delaviga=7m.
Tablal

Frecuencias Naturales (rad/S) y carga critica de pandeo (N)

Modo Teoria MEF Error %
1 18.8177 18.7964 -0.1132
2 117.6106 117.7989 0.1568

3 329.8443 329.9134 -0.0045

Carga
de 211808 211808 -0.0010
Pandeo

En este caso la frecuencia fundamental se ha obtenido mediante la conocida formula,

El,
h= s
El programa de elementos finitos elaborado se encuentra aojado en los ordenadores del laboratorio

de mecéanica computacional del departamento de Mecanica.
Los errores cometidos a utilizar el MEF pararesolver € problema son menores del 1 %.




6. Utilidad.

El programay resultados obtenidos pueden servir tanto a alumnos de los Ultimos cursos del grado en
Ingenieria Mecanica como a profesores que quieran seguir implementando nuevos codigos
relacionados con el célculo estructural de vigas, placas y laminas.

Al ser e laboratorio virtual de acceso abierto y libre puede ser consultado desde cualquier usuario
conectado a Internet por lo que puede ayudar a difundir nuestro trabajo en otras universidades y
animar aotros profesores que impartan materias similares a colaborar con nuestros grupos de trabajo.

Observacionesy comentarios.

Tal como se ha comentado, es pronto para extragr conclusiones verificables acerca de las meoras
docentes en la compresién de algunos conceptos por parte del alumnado, en las distintas asignaturas
donde se involucran los mismos.

Sin embargo, tal como se ha comentado, se ha percibido por parte de los aumnos una actitud mas
proactiva y una cierta curiosidad afiadida en la discusion de |os temas.

Con € paso de los distintos cursos académicos, esperamos tener datos que corroboren estas
percepciones y nos animen a proseguir este camino de mejora docente dentro de las asignaturas
impartidas desde el departamento de Mecanica de la Universidad de Cordoba y concretamente dentro
del Area de Mecénica de Medios Continuos y T2 de Estructuras.
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8. Relacion de evidencias que se anexan alamemoria.

Las evidencias de este trabajo docente se han mostrado mediante los gréficos y pequefios desarrollos
tedricos presentes en este trabgjo.

Se adjuntan las funciones mas importantes del codigo,

1- Funcién mediante la cual se obtiene las matrices derigidez lineal y no lineal
function [k, kg, Ml =bean(E, I, | eng, mass)

% Final i dad:

% Matriz de Rigidez, Matriz de Rigidez Ceonétrica y Matriz de Masas nedi ante
el enentso finitos tipo viga hermiticos.

%

%

% Resunen:

% [ k, ] =beam(E, |, | eng, nass)

%

% Vari abl es:

% k - Matriz de Rigidez



% m- Matriz de Masas

% E — Mbdul o de Young

% | — Monento de Inercia de |la Secci 6n Trasnversa
% I eng - Longitud

% mass - densi dad

% stiffness matri x

c=E*1/(l eng"3);

k=c*[ 12 6*1 eng -12 6*l eng; ...
6*l eng 4*1eng”2 -6*leng 2*l eng”2; . ..
-12 -6*1 eng 12 -6*l eng; ..

6*l eng 2*1eng”2 -6*leng 4*| eng"2] ;

% geonetric stiffness matrix

cl1l=1/(30*l eng);

kg=c1*[ 36 3*| eng - 36 3*leng; ...
3*leng 4*leng™2 -3*leng -lengn2;..
- 36 -3*l eng 36 -3*leng; ..

3*l eng -leng”2 -3*l eng 4*| engn2] ;

% consi stent nmass nmatrix

nmil=nmass*| eng/ 630;

memil* [ 234 33*1 eng 81 -19.5*l eng; ...
33*leng 6*leng”"2 19.5*leng -4.5*leng"2;..
81 19. 5%l eng 234 -33*l eng; ..

-19.5*l eng -4.5*I eng”2 -33*| eng 6*l eng"2] ;

Cérdoba, 28 de Septiembre de 2015
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